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Розв'язування рівнянь – одна з провідних змістових ліній шкільного 

курсу математики. Вміння розв’язувати рівняння розвиваються в процесі 

практичного ознайомлення з різними методами виконання таких задач. 

В навчальному посібнику систематизовані відомості про методи 

розв'язування рівнянь. Описано 8 тем, кожна тема супроводжується 

теоретичним обґрунтуванням, прикладами розв’язування задач та задачами 

для самостійного розв’язання. Наочно продемонстровано, які помилки 

зустрічаються найчастіше під час розв'язування раціональних, 

ірраціональних, логарифмічних, тригонометричних та показникових рівнянь 

та пояснені причини їх виникнення. 

Посібник призначений для учнів та викладачів. 
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Вступ 

Ще у першому тисячолітті до нашої ери давні вавилоняни та єгиптяни 

вміли розв’язувати рівняння, а у ІХ ст. видатний узбецький математик 

Мухаммед аль Хорезмі зібрав і систематизував способи розв’язування 

рівнянь і написав свій твір «Кітаб ал-джебр ал-мукабела» (книга про 

відновлення і протиставлення). Що означають ці слова? Назву «ал-джабра» 

носила операція перенесення членів із однієї частини рівняння в другу, а 

слово «ал-мукабала» означало зведення подібних доданків. Наприклад, коли 

при розв’язуванні рівняння 5х + 4 = 2х - 3, ми замінюємо його на 5х - 2х = -3-

4, то робимо операцію «ал-джабра», а коли після цього міняємо зліва 5х-2х 

на 3х, а -3-4 справа на -7, то робимо «алмукабалу» (тепер це називається 

зведенням подібних доданків). На відміну від слова «ал-джабра», яке 

трансформувалось в слово «алгебра», про «ал-мукабалу» пам’ятають тільки 

історики. Велике значення рівнянь підкреслював А. Ейнштейн. Він сказав: 

«Мені доводилось ділити свій час між політикою і рівнянням. Проте 

рівняння, на мій погляд набагато важливіші, тому що політика існує тільки 

для даного часу, а рівняння будуть існувати вічно.”  

Готуючись до зовнішнього незалежного оцінювання з математики, учні 

зустрічаються зі значним обсягом рівнянь, які потрібно виконати за 

обмежений проміжок часу. Досить часто при розв’язуванні рівнянь 

зустрічаються такі, рівняння, де потрібно застосувати не стільки технічні 

навички їх розв’язування, скільки уважність, уміння знайти найкоротший 

шлях розв’язання, застосовувати нетрадиційний, оригінальний метод тощо.  

Сьогодні дуже важливо оволодіти різноманітними можливостями 

правильного оформлення алгоритму розв’язування рівнянь, який би не 

містив громістких викладень, але за допомогою їх ми б змогли 

продемонструвати яскраві, ефективні, а інколи і несподівані застосування 

теоретичного матеріалу. Ці прийоми тісно пов’язані з матеріалом, що 

вивчається в школі, але, крім того, їх нестандартне розв’язання  

Даний посібник можна використовувати як додатковий і цікавий 

матеріал на уроках з математики, також учні можуть використовувати її у 

підготовці до зовнішнього незалежного оцінювання. 
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Тема1. Попередні зауваження 

Під рівнянням ми будемо розуміти рівність двох функцій  

)()( xxf  ,       (1.1)                                                    

яка розглядається на множині, що є перетином областей визначення 

)( fD  і )(D  функцій відповідно )(xf і )(x . 

В залежності від характеру функцій )(xf  і )(x , як правило, 

розглядають рівняння раціональне, ірраціональне, логарифмічне, 

показникове і тригонометричне. Нагадаємо деякі спільні поняття, пов’язані з 

задачею розв’язання таких рівнянь. 

Областю визначення (або областю допустимих значень) D  рівняння 

(1.1) називається множина всіх значень x , при яких обидві частини рівняння 

мають зміст. Ті значення x , при яких ліва і права частини рівняння (1.1) 

набувають однакового значення, називаються коренями, або розв’язками 

цього рівняння. Сукупність всіх коренів рівняння (1.1) називається 

множиною його розв’язків. 

Два рівняння називаються еквівалентними на деякій множині, якщо на 

цій множині кожний корінь одного рівняння є коренем другого і навпаки, або 

якщо ці рівняння не мають розв’язків. 

Наприклад, рівняння 0)2)(5( 2  xx  і 02 x  еквівалентні на множині 

Q раціональних чисел (хоч вони не еквівалентні на множині R дійсних 

чисел). 

Рівняння  

)()( 11 xxf                          (1.2) 

Називається наслідком рівняння (1.1), якщо всі корені рівняння (1.1) є 

коренями рівняння (1.2). 

Якщо на деякій множині розв’язок рівняння (1.1) співпадає з 

об’єднанням розв’язків рівнянь 
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що називаються сукупністю рівнянь, то рівняння (1.1) і сукупність рівнянь 

(1.3) називаються на цій множині еквівалентними. 

 Розв’язання рівняння (1.1), як правило, здійснюється за такою схемою: 

1) знаходиться область визначення D  рівняння; 

2) рівняння (1.1) шляхом різних перетворень зводиться до рівняння, 

корені якого можуть бути знайденими за відомими формулами або за 

відомим алгоритмом. Знаходяться корені перетвореного рівняння; 

3) перевіряється належність знайдених коренів до D ; 

4) виконується перевірка тих із знайдених коренів, які належать до D . 

Зробимо кілька практичних зауважень, пов’язаних з реалізацією 

вказаної загальної схеми розв’язання рівнянь. 

1. В деяких випадках недоцільно знаходити область визначення 

рівняння, яке розв’язується, оскільки перевірка знайдених значень 
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невідомого за умовою первинного рівняння є складовою частиною 

розв’язання рівняння. Але в даному посібнику автори при розв’язанні 

кожного рівняння знаходять D , вважаючи, це необхідним при навчанні 

розв’язанню задач. 

2. При знаходженні D  для рівняння (1.1) слід знайти області 

визначення функцій )(xf  і )(x ))(),(( DfD і розглянути множину 

)()( DfD  . Крім того, для знаходження D  слід пам’ятати, що в деяких 

випадках знак рівності в рівнянні (1.1) дає можливість увести додаткові 

умови, враховуючи які, можна більш простими способами і з урахуванням 

умов задачі знайти D . Наприклад, в рівнянні xxx  2411 2  ліва частина 

рівняння строго додатна. Це дозволяє ввести умову 0x . Таким чином, D  

для цього рівняння визначається з розв’язку систем нерівностей: 

 .,62
,0)62)(62(
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,024
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При цьому немає необхідності вводити в систему нерівностей для 

визначення D  громіздку нерівність ,0241 2  xx  яка є наслідком вказаної 

системи нерівностей. 

Замітимо, що в деяких випадках область визначення D  є пуста 

множина, як, наприклад, в рівняннях 

3 2 4x x     або 2arcsin( 2 3) .
4

x x


    

В цьому випадку рівняння немає дійсних коренів. 

Можливо також, що область визначення рівняння складається з однієї 

точки, і тоді розв'язання рівняння полягає в перевірці того, що ця точка і є 

розв'язком рівняння. 

Наприклад, рівняння 
2 2 24 3 3 2x x x x x x         

має область визначення  1 .D  Перевірка показала, що 1x   - корінь рівняння 

і, отже, інших коренів рівняння немає. 

3. За винятком найпростіших рівнянь (лінійних, квадратних і деяких 

інших) перед знаходженням коренів рівняння (1.1) перетворюють до більш 

простого вигляду. Корені цього більш простого рівняння можуть бути 

знайдені за відомими формулами (як, наприклад, у квадратного рівняння) або 

шляхом послідовного виконання простих операцій (розкладення на 

множники та ін.). Приклади, за допомогою яких такого роду перетворення 

можуть бути виконані, залежать від виду функцій )(xf , )(x  і будуть 

розглянені далі. 

Нехай рівняння (1.1) в результаті перетворень зводиться до рівняння  

( ) ( ),f x x                           (1.4) 

корені якого легко знаходяться. 

На практиці рідко бувають випадки, коли рівняння (1.1) і (1.4) 

еквівалентні. Частіше всього не існує таких перетворень рівняння (1.1), які 

приводили б до еквівалентного йому рівняння (1.4). 
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В результаті перетворень може статися, що рівняння (1.4) є наслідком 

рівняння (1.1). При цьому можлива поява «сторонніх» коренів, тобто таких 

коренів рівняння (1.4), які не є коренями рівняння (1.1). До цього порушення 

еквівалентності рівнянь (1.1) і (1.4) приводять перетворення, що розширюють 

область визначення рівняння. Такими перетвореннями є, наприклад, 

піднесення обох частин рівняння до степеня, множення рівняння на функцію, 

яка існує в області визначення рівняння і перетворюється в ній в нуль. 

Якщо в результаті перетворення рівняння (1.1) до (1.4) рівняння (1.1) 

стає наслідком рівняння (1.4), може статися «втрата» коренів. Це можливо, 

якщо в результаті вказаного перетворення відбувається звуження області 

визначення рівняння (1.1). До такого роду перетворень приводять, 

наприклад, добування кореня парного степеня з обох частин рівняння, 

множення обох частин рівняння на функцію, яка не визначена в деяких 

точках області визначення первинного рівняння, або скорочення обох частин 

рівняння на деякий спільний множник, який існує в області визначення 

первинного рівняння і перетворюється в цій області в нуль. 

Слід мати на увазі, що у випадку появи «сторонніх» коренів вони 

можуть бути виявлені і виключені з розв'язку рівняння. У випадку втрати 

коренів немає методів, які дозволили б відновити втрачені корені. 

Тому при розв'язанні рівнянь треба з великою обережністю 

здійснювати перетворення, які призводять до звуження області визначення 

рівнянь. Але невірно було б геть відмовитися від таких перетворень. Треба 

мати, наприклад, на увазі, що добування коренів парного степеня з обох 

частин рівняння у випадку, коли обидві ці частини строго додатні, не 

призводить до «втрати» коренів. Не призводить до «втрати» коренів також 

скорочення рівняння на функцію, що існує в області визначення рівняння і не 

перетворюється в нуль в цій області. 

4. Перевірка належності знайдених коренів до області визначення D  

рівняння дозволить відкинути «сторонні» корені рівняння, які D  не 

належать. 

Але слід мати на увазі, що часто «сторонні» корені попадають в D , і 

тому перевірка належності коренів до D  не дозволяє виключити всі 

«сторонні» корені, отримані при розв'язанні рівняння. 

5. Якщо в процесі розв'язання рівняння (1.1) були виконані 

перетворення, що привели до розширення області визначення D  рівняння, то 

отримані розв'язки піддаються перевірці на виключення «сторонніх» коренів. 

При цьому отримані в процесі розв'язання корені, що належать D , 

підставляються в первинне рівняння (1.1). Якщо при цьому рівняння (1.1) 

перетворюється в тотожність, то такі корені включаються в розв'язок 

рівняння (1.1). В протилежному випадку вони виключаються з цього 

розв'язку як сторонні. 
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Тема 2. Раціональні та ірраціональні рівняння 

До раціональних відноситься рівняння (1.1), якщо )(xf  і )(x – 

раціональні функції. У випадку, коли )(xf  і )(x  містять невідому під знаком 

радикала, то рівняння (1.1) є ірраціональним. 

2.1. Рівняння виду 

( ) 0,nP x      (2.1)                                                                   

де ( )nP x  – багаточлен: 
1

0 1 1 0( ) ... , 0.n n

n n nP x a x a x a x a a

       

Опускаючи найпростіші ситуації, коли ( )nP x  лінійна або квадратична 

функція, розглянемо розв'язки рівняння (2.1) у випадку, коли ( )nP x  – 

багаточлен третього і більш високих степенів. 

При цьому ми обмежимось випадком, коли коефіцієнти , 0,1,..., .ia Z i n   

Справедливі такі твердження: 

а) якщо рівняння (2.1) з цілими коефіцієнтами має цілі корені, то вони є 

дільниками вільного члена; серед раціональних коренів рівняння (2.1) з 

цілими коефіцієнтами при 0 1a   цілими коренями можуть бути лише ті, які є 

дільниками вільного члена; 

б) багаточлен ( )nP x  ділиться без остачі на лінійний двочлен x a  тоді і 

тільки тоді, коли x a  є коренем рівняння (2.1); 

в) якщо нескоротний дріб 
q

p
 є коренем рівняння (2.1), то q  є дільником 

старшого коефіцієнта 0a , а p  –  дільником вільного члена na . 

Проілюструємо метод розв’язання алгебраїчних рівнянь. 

Приклад . Розв’язати рівняння 

                     .012832 23  xxx  

Розв’язання: 
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Слід відмітити, що у випадку, коли ліва частина (2.1) може бути 

розкладена на множники групуванням або яким-небудь іншим способом, 

розв’язок рівняння (2.1) може бути отриманим більш простим шляхом. 

2.2 Раціональні рівняння, що зводяться до вигляду (2.1) 
підстановками (введенням нової змінної). Велику кількість такого роду 

рівнянь проілюструємо таким прикладом. 

Приклад . Розв’язати рівняння 

.81)3(2)6( 222  xxx  
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Як у всякого рівняння (2.1) у даному випадку D = R. 
( x2 - 6x)2 – 2(x – 3)2 = 81 ↔ 

 ( x2 - 6x)2 – 2( x2 – 6x + 9) = 81 

Зробимо підстановку ( введемо нову змінну) х2 – 6х = t. Тоді отримаємо 

t2 – 2t – 99 = 0. Звідси    t = 11 , t = -9. При підстановці отриманих розв’язків в 

попередню підстановку отримаємо, що х = 3 +2√5, х = 3 - 2√5 і х = 3 

  Відповідь:  .523;3;523   

2.3 Найпростішими з ірраціональних рівнянь є рівняння виду 

,ax b cx d p    (2.2) 

де .,,,, Rpdcba   

Розв’язання цих рівнянь здійснюється піднесенням обох частин 

рівняння до квадрата, «ізолюванням» радикала, який при цьому отримається, 

і повторним піднесенням обох частин рівняння до квадрата. В результаті 

таких перетворень рівняння (2.2) зводиться до (2.1). 

Приклад . Розв’язати рівняння 

.0941  xxxx  

Розв’язання: область визначення рівняння D  визначається розв’язанням 

систем нерівностей 

 .;0

,09

,04

,01

,0























x

x

x

x

x

 

Перетворимо первинне рівняння: 

    

    

     .044)4(1241

2419

44121992

419

0941

2 









xxxxxxxx

xxxx

xxxxxxxx

xxxx

xxxx

 

Виконаємо перевірку знайденого кореня: 

.00

;0321

;09040100:0





x

 

Відповідь:  .0  

До рівнянь виду (2.2) підстановками зводиться цілий ряд 

ірраціональних рівнянь виду 

    .a f x b c f x d p      (2.3) 

2.4 Ірраціональні рівняння виду 
3 3 ; , , , , .ax b cx d p a b c d p R     (2.4) 

При розв’язанні цих рівнянь ліва і права його частини підносяться до 

куба за формулами: 

   

   .3

;3

333

333

baabbaba

baabbaba
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Далі, якщо первинне рівняння має розв’язок, то в отриманому рівнянні 

різниця або сума кубічних коренів замінюється правою частиною первинного 

рівняння. Потім кубічний корінь, що залишився «ізолюється». Наступне 

піднесення обох частин отриманого рівняння до куба зводить його до 

вигляду (2.1). 

Приклад . Розв’язати рівняння 

.112575 33  xx  

Розв’язання: в даному випадку .RD   Піднесемо обидві частини 

рівняння до куба:  

      .11257512575312575 333  xxxxxx  

Замінимо різницю 33 12575  xx  правою частиною первинного 

рівняння, тобто 1: 

   .112575312575 3  xxxx  

Ізолюємо кубічний корінь, що залишився, і піднесемо обидві частини 

рівняння до куба: 

     

   











.3

,4
01221612575

61257518125753

2

33

x

x
xxxx

xxxx

 

Виконавши перевірку, знайдемо, що множина розв’язків даного 

рівняння є  .3;4   

Відповідь:  .3;4   

До (2.4) підстановками зводяться ірраціональні рівняння такого виду: 

)9.5(.,,,,;)()( 33 Rpdcbapdxfcbxfa   

2.5 Ірраціональні рівняння, що зводяться підстановками до рівнянь 

виду (2.1). 

Відмітимо, що розкладення багаточлена на множники після того, коли 

корінь серед дільників вільного члена знайдений, може бути виконане 

групування і винесення за дужки спільного множника. У випадку приклада 

.22
20

 xxx
x

 це можна зробити так: 

 

        

  
  
        
          
   
    .010421

02424221

0222224221

0224281

020221

022111

012211111

01221102022

2

2

2

23

23

223

22

3434

















tttt

ttttt

ttttttt

tttt

tttt

tttttt

ttttttt

tttttt

 Приклад. 

Розв’язати рівняння 

.2,04,8
12 114 21312 7 xxxx    

Розв’язання: область визначення рівняння  .;0 D  

Запишемо рівняння у вигляді 
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.2,04,8 12

11

12

1

12

7

xxx 


 

Помножимо рівняння на   :05 12

7

xx   

.0425 2

1

2

3

 xx  

Зробимо підстановку :0,2

1

 ttx  

  

.2
,

,2

,021105

,02

02110520425

2

23






















t
t

tt

t

ttttt

 

Отже, .422

1

 xx  

Відповідь:  .4  

2.6 Ірраціональні рівняння, розв’язання яких полягає у застосування 

формул скороченого множення. 
До такого типу ірраціональних рівнянь відносяться ірраціональні 

рівняння, які за допомогою формул скороченого множення зводяться до 

якого-небудь з уже розглянутих нами типів рівнянь. Проілюструємо основну 

ідею розв’язання таких рівнянь на наступному прикладі. 

Приклад . Розв’язати рівняння 

   
.30

134

341134
33

33






xx

xxxx
 

Розв’язання: знайдемо область визначення D  рівняння з умови 

.5,160134 33  xxx  

Отже,  5,16\RD  . 

Перетворимо рівняння таким чином: 

   

      

    

    .30134134

30
134

134134134

30
134

134134

30
134

341134

333

33

33333

33

3 23 23

33

33

















 








xxxx

xx

xxxxxx

xx

xxxx

xx

xxxx

 Помножимо 

обидві частини рівняння на 3 і додамо до обох частин рівняння 

    :35134
3

3
3

3  xx  

       
  .5134125134

1251341343134

33
3

33

333
3

3
3

3





xxxx

xxxxxx
 Далі 

розв’яжіть самостійно, використовуючи формули скороченого множення. 

Відповідь:  .26;7  
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2.7 Ірраціональні рівняння, що містять складні радикали. 

 До числа таких рівнянь відносяться рівняння виду 

,

, , , , , , , , .

ax b m cx d kx p n cx d l

k a b c d l m n p R

       


(2.6) 

Підстановкою tdcx   дане рівняння зводиться до вигляду, 

розглянутому в попередніх прикладах. 

Замітимо, що вказаний метод розв’язання рівняння (2.6) в ряді випадків 

приводить до рівняння, що містить невідомі величини під знаком модуля. Це 

питання ми детально розглянемо пізніше. 

Крім (2.6), до ірраціональних можуть бути віднесені рівняння, що 

містять складні радикали, які послідовно виключаються з рівняння 

піднесенням його частин до квадрата. Розглянемо приклад. 

Приклад. Розв’язати рівняння 

.2411 2 xxx   

Розв’язання: область визначення D  рівняння знайдемо, розв’язуючи 

систему нерівностей: 

 .;62
,024

,0

2









x

x

x
 

Таким чином,  .;62 D  Позбавимось від радикалів у даному 

рівнянні шляхом послідовного «ізолювання» коренів і піднесення до 

квадрата обох частин рівняння: 

.22412241

12412411

2222

22

xxxxxxxx

xxxxxx




 

Так як в ,0xD  скоротимо отримане рівняння на x : 

.72844424224 222  xxxxxxx  Виконавши 

перевірку, впевнимося, що 7x – розв’язок даного рівняння. 

Відповідь:  .7   

2.8 Ірраціональні рівняння, що містять спільний множник. 

 Наявність спільного множника в будь-якому рівнянні дозволяє істотно 

спростити його, так як це звичайно приводить до еквівалентної сукупності 

більш простих рівнянь, ніж первинне.  

Приклад. Розв’язати рівняння 

.
22

2

2

2
7

3

2

77









x

xx

x

xx
 

Розв’язання: в даному рівнянні  .0;2\  RD  В лівій частині рівняння 

винесемо спільний множник 7
2x  за дужки і виконаємо такі перетворення: 
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.1

,1

,02

,02

,2

,2
2

22

2
2

22

1

2

1
2

23

23

32

32

7

8
3

7

8
2

7 3

2

2
7 2

7

7 3

2

7

x

x

xx

xx

xx

xx
xx

x
x

x

x
x

x

xx

x
x

 

Відповідь:  .1;1  

Завдання для самостійного розв’язання 

Розв’язати рівняння 

1. .01228134 234  xxxx  

2. .02048927 23  xxx  

3. .
15

28

3

4

3

4

1

2

1

2





















x

x

x

x

x

x

x

x
 

4. 
.47

412
124

2

2 
xx

xx
 

5. .1
2

2

1 2

2

2

2











zz

zz

zz

zz
 

6.
 

.40
9

81
2

2
2 




x

x
x  

7. .0
1

4
48

1

2
5

1

2
20

2

222
































x

x

x

x

x

x
 

8.  .5,2
1

1
2

2







x

x

x

x
 

9. .2173  xx   

10. .92214 222  xxxxxx  

11. .816 333  xxx  

12. .41719 33  xx  

13.    .625314 2  xxxx  

14. 
 

 
.1

12

132423
2

2






x

xxx
 

15. .1635223132 2  xxxxx  

16. .16
1

1

1

1
5

5 3

5 3

5











x

x

x

xx
 

17. .41111  xxxx  

18. .811  xxx  

19. .0225
15 715 1415 22  xxxx  

20. .2334 222 xxxxxx   
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21. .012310 23  xxx  

22. .02552 23  xxx  

23. .04623 234  xxxx  

24. .04455 2345  xxxxx  

25. 
     

.1
41

8

21

6





 xxxx
 

26. .6
2

8

2

8

1

4

1

4





















x

x

x

x

x

x

x

x
 

27. .9
1

2
1

7
2

2 


















x
x

x
x  

28. .
6

7

32

22

22

12
2

2

2

2











xx

xx

xx

xx
 

29. 
 

.7
3

9
2

2
2 




x

x
x  

30. .2
8

23

23 



xx

xx  

31.      .1131712 3222  xxxx  

32. .22384  xx  

33. .74322  xxx  

34. .2414105763 222 xxxxxx   
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Тема 3. Логарифмічні рівняння 

3.1. Означення і основні формули 

Логарифмом додатного числа  b  за даною основою a/a>0, 

а ≠ 1 /  називається показник степеня  х, до якого треба піднести основу  

а, щоб дістати  b: 

xba log <=> xab  . 

  Означення логарифма можна записати за допомогою рівності 

,
log

ba
ba   

яку називають основною логарифмічною тотожністю. 

  Для будь-якого  а / 0 < а ≠ 1 / і додатних  х і у  вірні такі рівності: 

  1. `.1log aa  

  2. .01log a  

  3.   .logloglog yxxy aaa   

  4. .logloglog yx
y

x
aaa   

  5. .loglog xx aa                  ( є R ). 

  6. .log
1

log xx aa 
                 ( є 0, R ). 

  7. .loglog xx aa 


              ( 0,,   R ). 

  8. log .
log

log

a

b
b

c

c
a                     ( 1,0,  ccb ). 

  9. .
loglog ab cc ba                         ( 1,0,1,0  bbcc ). 

   Якщо 0x  і 0y , то формулами , наведеними в пп. 3,4 і 5,7, для 

парного   слід користуватися в такому вигляді: 

   yxxy aaa logloglog  ; 

   yx
y

x
aaa logloglog  ; 

 xx aa loglog   ; 

 xx aa
loglog




  . 

   Рівняння називається логарифмічним, якщо невідоме входить під знак 

логарифма . 

   Нагадаємо, що рівняння називаються еквівалентним або рівносильним, 

якщо вони мають однакові розв’язки . 

   Рівняння     xxf   називається наслідком рівняння     xgx  , якщо 

кожний розв’язком першого . 

   При розв’язуванні логарифмічних рівнянь треба завжди враховувати, 

що існують можливості появи сторонніх коренів та, що значно гірше, втрати 

коренів початкового рівняння. Далі проблеми пов’язані з рівносильністю 

рівнянь.  

   Це пояснюється тим, що в формулах, якими ми користуємося, 

наприклад формули в пп. 3,4,8 ліва і права частини мають різні області 
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визначення. Застосування таких формул може змінити область визначення 

рівняння і привести до нерівносильного рівняння. 

   Уникнути цих неприємностей є дві можливості: 

  1) задане рівняння звести до найпростішого, розв’язати його, а потім 

зробити перевірку підстановкою в початкове рівняння; 

  2) рівняння замінити еквівалентною змішаною системою, яка складається із 

самого рівняння і необхідних нерівностей. Рівняння в цій системі 

розв’язується, а виконання нерівностей перевіряється. Інколи це зробити 

значно важче  

ніж розв’язати рівняння і зробити перевірку. 

3.2 Тотожні перетворення. 

   Приклад . Знайти  165log75 , якщо  a15log11 , а .45log15 b  

Розв’язання. Оскільки  

165=11·5·3, 75=5 32  , 45=5 23 , 15=5·3, 11=11, 

то в наведених розкладах тільки три різних простих співмножників : 11,5,3. 

  Нехай  ,5log3 x   а  .11log3 y Тоді  

            
 

0
11log

15log

11log

35log
15log

3

3

3

3

11 









y

yx
 ; 

           
 
 

b
x

x

















1

2

15log

25log

35log

35log
45log

3

3

3

2

3

15 ; 

  
 
  12

1

15log2

15log11log

35log

3511log
165log

3

33

2

3

3

75















x

yx
. 

Розв’язуючи систему  

                                      




















,
1

2

,
1

b
x

x

a
y

x

 

дістаємо  

                          
 

.
1

1
,

1

2









ba
y

b

b
x  

Тоді, використовуючи значення  x  і y , маємо: 

                  
 

.
3

1

12

1
105log 75

ba

a

x

yx









  

  Відповідь :
 ba

a





3

1
. 

3.3. Розв’язування рівнянь  на підставі означення логарифма 

Приклад. Розв’язати рівняння : 

    .
4

1
log8log1log3log 33381  x  

Розв’язання: 

                      ,81log8log1log3 4
333  x  

                         ,1log8log1log 333  x  

                            ,3log8log1 33  x  

                              ,2log8log 33  x  



 17 

                                  ,9log8 3  x  

                                     ,1log3 x  

                                       .3x  

3.4. Перехід до логарифмів за іншою основою. 

 Справедливі такі дві властивості, що дозволяють перейти до нової 

основи логарифма: 

1. Якщо х > 0, то 

log а x = 
a

x

b

b

log

log
 

(формула переходу до нової основи). 

 Наприклад: 

log 2 3 = 
2log

3log

5

5 ; 
aa

b
b

bb

b

a
log

1

log

log
log  . 

2. Якщо х > 0, то 

log а x = log а
k xk. 

Приклад. Розв’язати рівняння : 
.5loglogloglog 3333 33  xx  

Розв’язання: Виконаємо спочатку такі перетворення: 

  .loglog1log3log

3

1
3log

log
logloglog 3333

3

3

333 3 xx
x

x  ; 

.loglog3loglogloglog 333

3

33
3

13 xxx   

Тоді при 0x  початкове рівняння буде еквівалентне рівнянню   
.1loglog 33 x  

звідки   .27,3log3  хx  

  Відповідь: 27. 

 Перехід до однієї і тієї ж основи в усіх логарифмах, що входять в 

логарифмічне рівняння, як правило, є першим кроком його розв'язання 

незалежно від того, якого типу це рівняння. У зв'язку з цим зверніть увагу ось 

на що: в ряді випадків логарифмічне рівняння задано так, що містить добуток 

або частку логарифмів (тобто не всі логарифми входять в рівняння лінійно), 

але після переходу в усіх логарифмах до однієї і тієї ж основи воно зводиться 

до рівняння, лінійного відносно логарифмів. Таким чином, якщо ви вагаєтеся 

у визначенні типу логарифмічного рівняння, що розглядається, то ці 

труднощі зникнуть, коли ви виконаєте перший крок - перехід в усіх 

логарифмах до однієї і тієї ж основи. 

3.5. Розв’язування рівнянь потенціюванням 

   Знаходження логарифмів в заданих чисел або виразів за даною 

основою називається операцією логарифмування. 

   Операція, обернена логарифмуванню, називається потенціюванням. 

Вона полягає в знаходженні  х  за заданим значенням .log xa  

  Розглянемо деякі види рівнянь, які розв’язується потенціюванням. 

      Рівняння виду    xxf aa loglog                 (3.5.1). 

  Такі рівняння можна розв’язувати двома способами. 
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  Перший спосіб. Розв’язуємо рівняння 

                                       ,xxf   (3.5.2) 

яке, взагалі кажучи, не є рівносильним рівнянням (3.5.1). Тому розв’язком 

рівняння (1) будуть тільки ті розв’язки рівняння (3.5.2), які задовольняють 

нерівність    0xf / або    0x /. 

   Другий спосіб. Рівняння (1) є рівносильним будь-якій із наступних 

систем: 

                
 

   







xxf

xf



,0
           

 

   







.

,0

xxf

x




 

Перевага віддається тій системі, розв’язання якої простіше. 

   Першим способом розв’язують рівняння (3.5.1) тоді, коли розв’язати 

нерівність     0xf / або    0x / складніше, ніж перевірити корені рівняння 

(3.5.2) підстановкою в рівняння (1). 

Приклад. Розв’язати рівняння: 
3 45lg x  .116lg 3  x  

Розв’язання:  Після потенціювання маємо: 

                          .11645 33  хх  

У цьому рівнянні робимо заміну  ух 3 45 , звідки знаходимо  

453  yx . Тоді  3 33 6116  yx , а рівняння (3) матиме вигляд 

                               3 3 611  yy . 

   Підносимо обидві частини рівняння до куба. Після очевидних 

перетворень дістанемо: 

                               0202  yy ,  

звідки  5y  та  4y . Тому рівняння (3) буде рівносильне сукупності двох 

рівнянь: 

                 










,445

,545

3

3

х

х
           









.105

,80

х

х
 

Перевірка виявляє, що початкове рівняння має один корінь  .80х  

  Відповідь: 80. 

Рівняння виду      0,loglog  bbb xxf    (3.5.3) 

  Після переходу в правій частині рівняння (3.5.3) до логарифма за основою  

 xf  і потенціювання прийдемо до такого висновку. Якщо  0b   і  1b , таке  

рівняння  буде рівносильне кожній із наступних систем: 

                   

 
 
   














,

,1

,0

xxf

xf

xf



                 

 
 
   














.

,1

,0

xxf

x

x







 

Вибір системи визначається тим, яка із нерівностей   0x  чи   0xf  

розв’язуються простіше. 

   Якщо  1b , то рівняння (4) рівносильне такій системі нерівностей: 
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.1

,1

,0

,0

x

xf

x

xf




                                                

      Рівняння виду         xxf xx  loglog        (3.5.4) 

  Рівняння такого виду еквівалентне кожній із наступних систем: 

                   

 

 
 
   




















,

,1

,0

,0

xxf

x

x

xf






                   

 

 
 
   




















.

,1

,0

,0

xxf

x

x

х









 

  Для розв’язування рівняння (6) використовують тільки одну систему / вибір 

системи визначається складністю нерівностей    0xf  і   0x / або 

розв’язують рівняння     xxf  , кожний корінь якого потім перевіряють 

підстановкою в рівняння (3.5.4). 

   Рівняння виду         xx xxf  loglog     (3.5.5) 

  Розглянемо такі випадки: 

  а ) якщо    1х  / випадок   1х  розглянуто при розв’язуванні рівняння 

(3.5.3) , то після переходу в (3.5.5) до логарифмів за основою   х  одержимо 

рівняння (3.5.4). У цьому випадку рівняння (3.5.5) буде рівносильне кожній із 

наступних систем: 

                    

 
 

 
 

   






















,

,1

,0

,0

,1

xxf

xf

xf

х

х







                 

 

 
 
 

   






















.

,1

,0

,0

,1

xxf

x

x

x

x











 

  б) якщо    10 х  і  0х  - розв’язок системи (3.5.3), то  0х  - розв’язок рівняння 

(3.5.5). 

   

 Рівняння виду         0loglog xfxx  . 

Таке рівняння рівносильне змішаній системі : 

                                  

 

 
 
 

   






















.

,1

,0

,1

,0

xxf

x

x

x

х











 

3.6. Логарифмування . 

 При розв’язуванні рівнянь за допомогою логарифмування 

користуються таким правилам. Якщо в рівнянні в показнику степеня 

міститься логарифм, наприклад, за основою  

a / 1,0  aa /, то обидві частини рівняння логарифмують за основою а . 

  Нагадаємо, що в рівняннях   

                           xx
xfxf


  і    

1
x

xf
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область існування функції   xf  визначається нерівністю   .0xf  

Приклад . Розв’язати рівняння 

.189 99
2 loglog 

x
x  
Розв’язання: Область визначення цього рівняння  0x . Для всіх 

значень х  з цієї області за основою логарифмічною тотожністю маємо: 

                         .99 9
9

99
2 loglogloglog xxxx x  

Тоді рівняння матиме вигляд  

               .1899 loglog


xx
xx          або           .99log


x

x  

логарифмуючи обидві частини цього рівняння за основою 9, дістанемо : 

                             ,1log 9
2 x  

звідки  
                            .1log9 x  

Отже, початкове рівняння рівносильне сукупності двох рівнянь: 

                    








,1log

,1log

9

9

x

x
           












.
9

1

,9

x

x

 

  Відповідь :
9

1
 ;9. 

Завдання для самостійного розв’язування 

Розв’язати рівняння: 

1. ).12lg()2021lg(1)10lg(5lg  xxx  

2. ).2(log4)4(log2 24 xx     

3. .18,0lg21lg)45lg(
2

1
 xx  

4. .1)11(log5log2182log 222  xx  

5. .4)2(log)2(log)2(log 2,0

3

55  xxx  

6. .1
lg

)203lg()192lg(




x

xx
 

7. .5,02log)2(log)2(log 222  xxx  

8. .02log2log
2log

2log

2

12

2

4
 xx

x

x  

9. .log2log
)543(log

)123(log
2223

2

33

2 x
xxx

xxx
xx 




 

10. .
)22(log

1
2)2(log

2

3

4

42

22 2

x
xx

x 



 

11. .
)43(log

1
2)169(log

2

2

4

43 2

x
x

x 



 

12. .8
8

log)4(log
2

2

2

2

1 
x

x  

13. .log
2

9
)16(log)2(log 2

22

2

2 xxx   

14. .6lg)10(lg)100(lg 222  xxx  
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15. .4)21236(log)4129(log 2

32

2

73   xxxx xx     

16. .
2

1
log3loglog3log 33  xx

xx  

17. .2log8loglog5 2

)9(

3

9

9

2  xxx
x

x

x  

18. .04log34log24log3 164  xxx  

19. .2loglog 3
55  xx  

20. ).112log(loglog2 3

2

9  xxx  

21. .3)1(log)89(log 1

3

1   xxx xx  

22. .36log...loglog 164 333
 xxx  

23. .0log)(log2 2

88  xx  

24. .4))(lg(lg2 22  xx  

25. .,10)1(log...5log4log3log 432 Nnnn   
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Тема 4. Показникові рівняння 

Розглянемо основні типи показникових рівнянь і відповідні їм методи 

розв'язання. 

4.1 Рівняння виду 

.1,0,)()(  aaaa xxf                  (4.1) 

Область визначення такого рівняння знаходиться як перетин множин 

)()( DfD  , розв'язання його зводиться до розв'язання рівняння  )()( xxf  . 

Приклад Розв'язати рівняння 

.
243log

27log

27

125

5

3

5

5

)1(log)1(log2

27

19

















 xx

 

Розв’язання: область визначення рівняння D = (1; +∞ ). 

 Перетворимо дане рівняння до вигляду (4.1): 



















5

5

3

5

)1(log3)1(log2

3log

3log

5

3

5

3 27

19 xx

 













3log5

3log3

5

3

5

5

)1(log)1(log2

27

19 xx

 











.2

,2
311)1(log 22

3
x

x
xx  

Корінь х = -2  D. Підставивши корінь х = 2 в первинне рівняння, 

впевнимося, що воно обернеться в тотожність. Отже, х = - 2 –  розв'язок 

даного рівняння. 

Відповідь : {2}. 

До рівнянь типу (4.1) зводяться рівняння 

,11
2

1 )(

2

)(

1

)(

2

)(

1

 


xfxfxfxf
ananamam  

де  .,,,,,,,;1,0 21212121 Rnnmmaa    

Приклад. Розв'язати рівняння 

.43772 4lg14lg4lg14lg2 xxxx    
Розв’язання : область визначення рівняння D = (0; + ∞). Приведемо дане 

рівняння до вигляду (5.11): 

 xxxxx 4lg4lg4lg4lg4lg 7
7

8
4

2

7
7

7

1
434

2

1
 

.25100424lg
7

4

7

4

49

16

7

4
24lg4lg



























 xxx

xx

 

Відповідь : {25}. 

4.2 Рівняння виду 

0,1,0,)(  baaba xf . В цьому випадку D = D( f ) і рівняння можна 

звести до вигляду bxf alog)(   логарифмуванням первинного рівняння за 

основою а. 

Приклад. Розв'язати рівняння 

.55553333 321321   xxxxxxxx  
Розв’язання : область визначення рівняння D = R. Винесемо зліва і 

справа за дужки спільні множники: 
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 1565403)1252551(5)27931(3 xxxx  

 39lg5lg13lg395103 xxxx  

.
6,0lg

9,3lg
9,3lg6,0lg139lg)5lg3(lg  xxx  

Відповідь :  .
6,0lg

9,3lg









 

4.3 Рівняння виду  

0)( )( xf

n aP , де Рп - багаточлен степеня п. В цьому випадку D = D( F ), 

рівняння підстановкою ta xf )(  зводиться до вигляду (2.1). 

Приклад. Розв'язати рівняння 

.0273219727 lglglg  xxx  
Розв’язання: для даного рівняння D =(0; +∞). Запишемо рівняння у 

вигляді 

.027321373 lglg2lg3  xxx  

 Підстановкою 0,3 lg3  ttx  дане рівняння зводиться до кубічного: 
















































.9

,1

,0

,9

,3

,1

,0

,027217 23

t

t

t

t

t

t

t

ttt
 

Отже, 
























 

 .100

,1

,2lg

,0lg

3

,13

,9lg

lg

x

x

x

x

x

x

 

Відповідь : {1; 100}. 

4.4. До даного типу рівнянь відносяться однорідні рівняння, що мають 

вигляд 

.,,;1,0,1,0

;0)(2)()()(2

Rpnmbbaa

pbbnama xfxfxfxf




                    (4.4) 

В цьому випадку  D =D( f ),  рівняння приводиться до квадратного 

підстановкою   t
b

a
xf









)(

  ( або  t
a

b
xf









)(

). 

До квадратних рівнянь зводяться підстановками рівняння виду 

.,,1,0

;)()(

Rnmaa

pnama xfxf



 

                   (4.5) 

В цьому випадку D = D( f ), підстановка 0,)(  tta xf  зводить рівняння 

(4.5) до квадратного. 

Приклад. Розв'язати рівняння 

.99
2

1010
2110  xx  

Розв’язання : для даного рівняння D = R. Приведемо 

рівняння до вигляду (5.13): 

Зробимо підстановку 0,10
2

 ttx : 
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.10

,0

,
10

1

,10

,0

,0109910

,

,99
10

10 2

















































t

t

t

t

t

tt

ot

t
t

 

Таким чином,  









.1

,1
11010 22

x

x
xx  

 Відповідь : {-1; 1}. 

4.5 Рівняння виду 
)(log)(log xxf aa bx


 ,  де   f(х),φ(x) раціональні або ірраціональні функції, 

розв'язується логарифмуванням за основою а. 
bxxxf aaaa log)(loglog)(log   

і наступною підстановкою .log txa   

Приклад. Розв'язати рівняння 

.2
)1(log32log 44 


xx

x  
Розв’язання : область визначення рівняння D = (0; + ∞). 

Прологарифмуємо рівняння за основою 4: 
2log)1(log3log)2(log 4444  xxx  

і зробимо підстановку tx 4log : 













,3

,
2

1

0372)1(
2

3
)2( 2

t

t
ttttt  

Отже, 






















.64

,2

,3log

,
2

1
log

4

4

x

x

x

x
 

Відповідь : {2;64}. 

4.6 Степенево-показникові рівняння. 

Такими називаються рівняння виду 

,)()( )()( xx xfxf                       (4.6) 

де α (х ), β(х ), f (х ) - довільні функції, розглянуті в попередніх розділах. 

Область визначення рівняння (4.6) визначається в результаті перетину 

множин D (α), D(β), D( f ), з якого виключаються точки, в яких ліва або права 

частина рівняння (4.6) перетворюється в невизначений вираз 0 . Крім того 

повинні бути виключені ті значення х, при яких f(х) < 0, а α(х)  Z. 

Розв'язок рівняння (4.6) складається з сукупності коренів, що 

визначаються таким чином: 

1)  знаходяться всі корені рівнянь f(х) = ±1,  f(х) = 0 (що входять у D) 

2) знаходяться всі корені рівняння α(х) = β(х) (що входять у D). 

Приклад. Розв'язати рівняння 

3
2

4
1

.33



xx

xx  

Розв’язання: область визначення рівняння D = R. 

Запишемо дане рівняння у вигляді 
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.|3||3| 3

2

4

1 



xx

xx  

Нехай 13 x , тоді 



















.4

,2

,13

,13

x

x

x

x
 

Далі:  .11,
3

2

4

1
,3,0|3| 





 x

xx
xx  

Відповідь : {2; 3; 4; 11}. 

 

Завдання для самостійного  розв'язання 

Розв’яжіть рівняння: 

1. .0165,02 )1(2

1

10

5
4

  xx                 

2. .0
4

7
)2(7 62 2











x

xx                        

3. .1625,04 3)32(log)22(log2 88 
 xx               

4. .5335 1lg1lg1lglg   xxxx                   

5. .2332 211 2222   xxxx                     

6. .428217 88 22 xxxx                     

7. .824643
12log2log


xx                   

8. .01222
1loglog1log 55

2
5 

 xxx          

9. .02731391327 1  xxx           

11. .1242 22 loglog


xx                            

12. .
2

9

4

102
2




x

x

                               

13. .10245245 




 





 

xx

    

14. .365812163 xxx                     

15. .04661396

111

 xxx                

16. .5025,42510

112

xxx                       

17. .100 2lg xx x                                   

18. .27 3

10

log27 xx
x
                              

19. .
10

10 lg3

3

lg2 2 xx x

x

x
                          

20 .)3(|3| 22

  xx xx                       
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Тема 5. Тригонометричні рівняння 
Розглянемо спочатку найпростіші тригонометричні рівняння. Вміння 

правильно  записати їх розв’язання важливе, так  як методи розв’язання 

довільних тригонометричних рівнянь, як правило, полягає в зведенні 

вказаних до еквівалентних систем найпростіших рівнянь. До числа 

найпростіших тригонометричних рівнянь відносяться описані далі. 

 5.1 1,sin  aax . Всі розв’язки такого рівняння записуються у вигляді 

Znnax n  ,arcsin)1(  . 

В трьох таких випадках, коли }1;0;1{a , розв’язання рівняння 

зображається наступними формулами:  

При 0a   Znnx  , ; 

При 1a   Znnx  ,2
2




; 

При 1a    Znnx  ,2
2




. 

Приклад. Розв’язати рівняння 

2

3
sin x  

Розв’язання: Відмітимо, що  arcsin)arcsin(  . Тому, якщо 01  a , то 

розв’язок рівняння xsin  може бути записаний у вигляді: 

Znnx n   ,arcsin)1( 1  . 

Приклад. Розв’язати рівняння 

2

3
)

2

3

6
sin(  x


 

Розв’язання: запишемо рівняння у вигляді  

2

3
)

62

3
sin( 


x , 

Тоді 

  Znnx n ,
2

3
arcsin)1(

62

3 1 


 

  Znnx n ,
3

)1(
62

3 1 


 

  Znnx n ,
3

2

9

2
)1(

9

1 


 

Znnx n   ),16(
99

2
)1( 1 

. 

5.2 1,cos  aax . Всі розв’язки цього рівняння записуються у вигляді  

Znnax  ,2arccos  . 

В трьох випадках, коли }1;0;1{a , розв’язки рівняння записуються за 

такими формулами: 

При 0a    Znnx  ,
2




; 

При 1a   Znnx  ,)12(  ; 

При 1a  Znnx  ,2 . 
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Приклад. Розв’язати рівняння 

2

1
cos x  

Розв’язання: Так як aarccos)arccos(   , при 01  a  розв’язок 

рівняння ax cos  записується у вигляді Znnax  ,2)arccos(  . 

Приклад. Розв’язати рівняння 

2

1
)

23
cos( 

x
. 

Розв’язання: запишемо рівняння у вигляді  

2

1
)

32
cos( 

x
. 

Тоді  Znn
x

,2)
2

1
arccos(

32



 

 Znn
x

,2
3

2

32



 

 Znn
x

,2
3

2

32



 
















Znnx

Znnx

Znnx
,4

3

2

,42

,4
3

4

3

2









. 

5.3 Raatgx  , . Всі розв’язки такого рівняння записуються у вигляді  

Znnarctgax  , . 

У випадку 0a , розв’язок записується у вигляді Znnx  , . 

Враховуючи, що arctgaaarctg  )( розв’язок рівняння  0,  aatgx  

записується у вигляді 

Znnaarctgx  , . 

Приклад. Розв’язати рівняння 

32 xtg  

Розв’язання: При розв’язанні рівняння axtg  )(  доцільно 

перетворювати його до вигляду axtg  )(   і потім записувати розв’язок 

Znnaarctgx  ,  

Приклад. Розв’язати рівняння 

3

1
)

23
( 

x
tg


. 

Розв’язання: запишемо рівняння 
3

1
)

32
( 

x
tg  

Тоді  

 Znn
x

Znnarctg
x

,
632

,
3

1

32






 

ZnnxZnn
x

 ,2
3

,
62







 

5.4 Raactgx  , . Всі розв’язки даного рівняння записуються у вигляді  

Znnarcctgax  , . 

При 0a , розв’язок має вигляд  
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Znnx  ,
2




 

Так як arcctgaaarcctg  )( , розв’язання рівняння 0,  aactgx , 

записується у вигляді  
ZnnarcctgaxZnnarcctgaxZnnarcctgax  ,),1(,   

(Зверніть увагу на те, що в розв’язку Zknkn  ,, може бути замінено на n ). 

Приклад . Розв’язати рівняння 

3ctgx  

Розв’язання: При розв’язанні рівняння axctg  )(  перетворимо його до 

вигляду  axctg  )(   розв’язок записується так: 

ZnnaarcctgxZnnaarcctgx  ,,   

Приклад. Розв’язати рівняння 

3)2
3

(  xctg


 

Розв’язання: запишемо рівняння у вигляді 3)
3

2( 


xctg , тоді  

 Znnarcctgx ,3
3

2 


 

 Znnarcctgx ,3
3

2 


 

 Znnx ,
63

2 


 

 Znnx ,
6

2 


 

Znnx  ,
212


. 

Відповідь : Znn  ,
212


 

Як відмічалося вище, розв’язання довільних тригонометричних рівнянь, 

як правило, зводиться до розв’язання еквівалентної сукупності найпростіших 

тригонометричних рівнянь (див. приклади 5.1 – 5.4). При цьому може 

статися, що серед отриманої сукупності можливих розв’язків деякі серії 

розв’язків містяться в інших (наприклад, розв’язки Znnx  ,2
2




містяться 

серед розв’язків Zkkx  ,
2




при Znnk  ,2 ).   

Такі розв’язки треба вилучати із сукупності отриманих розв’язків. 

Нехай, наприклад, отримано дві серії розв’язків: 

ZkkxZnnx  ,
612

;,
34

21


 

З’ясуємо, чи міститься одна з цих серій кутів в іншій. Для цього 

розглянемо рівність  

.122143
61234

 nkknkn
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Отримана рівність показує, що розв’язок 1x  міститься в розв’язку 2x  при 

Znnk  ,12  і тому розв’язок 1x  треба упустити. 

В загальному випадку допустимо, що серія розв’язків 1x  містить 

параметр Zn , а серія розв’язків 2x  параметр Zk . Щоб вияснити, чи 

міститься одна з цих серій в іншій треба прирівняти ці розв’язки і знайти 

залежність n  від k . 

Якщо ця залежність лінійна ( bakn   і Zba , ), то серія розв’язків 2x  

міститься в серії розв’язку 1x . Якщо хоч би один з цих коефіцієнтів ( a  або b ) 

не цілий, то треба знайти залежність  k  від n . Якщо ця залежність має вигляд 

  nk , де Z, , то серія розв’язків 1x  міститься в серії розв’язків 2x . 

При умові, що або a , або b  не ціле, серії розв’язків 1x  і 2x  не містяться одна в 

одній. 

В деяких випадках з отриманих розв’язків тригонометричного рівняння 

треба виключити сукупність коренів (які, наприклад, не входять в область 

визначення рівняння). Нехай з серії розв’язків 1x , яка містить параметр n , 

треба виключити сукупність тих коренів, які входять в серію розв’язків 2x , 

що містять параметр m . Щоб виконати таке виключення, серії розв’язків 1x  і 

2x  прирівнюються, із отриманої рівності n  виражається через m : )(mAn  . 

Якщо існують Zm , при яких ZmA )( , то з серії розв’язків 1x  треба 

виключити корені, що відповідають )(mAn  . 

Нехай, наприклад, з серії розв’язків Znnx  ,
2




 треба виключити 

числа Zmm  ,2
2

3



. 

Запишемо рівність 122
2

3

2
 mnmn 





. 

Таким чином, непарні n  повинні бути виключені з серії розв’язків 1x . В 

результаті виключення Zmmx  ,2
2




. 

Переходячи до розв’язання довільних тригонометричних рівнянь, 

замітимо, що розв’язання всякого тригонометричного рівняння починається з 

виконання всіх формул приведення, які можна застосувати. 

5.5 Тригонометричні рівняння типу 
0sinsinsinsin  kxpxnxmx  

0coscoscoscos  kxpxnxmx  

0sinsinsin  pxnxmx  

0coscoscos  pxnxmx  

0coscossinsin  kxpxnxmx  

Де Rkpnm ,,, . 

Розв’язання таких рівнянь зводиться до групування, потім розкладення 

правої частини рівняння на множники і переходу до розв’язання 

еквівалентної сукупності найпростіших рівнянь. 

Приклад. Розв’язати рівняння 

xxx 4sin5sin3sin   
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Розв’язання: область визначення рівняння 





04sincos4sin2

04sin)5sin3(sin4sin5sin3sin

xxx

xxxxxx  



























,,2
2

1
arccos

,,4

2

1
cos

04sin

0)1cos2(4sin

Znnx

Znnx

x

x

xx




 
















.,2
3

,
4

2

1

Zmmx

Zn
n

x






 

Порівняємо розв’язки: 

.8
3

4
24432

34
mnmnm

n
 


 

Отже, серія 2x  не міститься в серії 1x . Так як 
6

1

8

1
 nm , то і серія 

розв’язків 1x  не міститься в серії 2x . 

Відповідь: 








 Zmnm
n

,/)16(
3

;
4


 

5.6 Тригонометричні рівняння типу 

}2;0{,sinsinsinsin 2222  aakxpxnxmx  

}2;0{,coscoscoscos 2222  aakxpxnxmx  

}2;0{,coscossinsin 2222  aakxpxnxmx  

2

3
sinsinsin 222  pxnxmx  

2

3
coscoscos 222  pxnxmx  

Вказані  рівняння зводяться до рівнянь, що розглянуті  в п. 5.5, за 

допомогою формул зниження порядку.  

2

2cos1
sin;

2

2cos1
cos 22 










  

Приклад. Розв’язати рівняння 

04sin2sin
2

3
cos

2
cos 2222  xxx

x
 

Розв’язання: область визначення рівняння RD  . Застосувавши формули 

зниження порядку, запишемо рівняння у вигляді 













0
2

8cos1

2

4cos1

2

3cos1

2

cos1 xxxx
 

 08cos4cos3coscos xxxx  
 0)8cos4(cos)3cos(cos xxxx  

 06cos2cos2cos2cos2 xxxx  
 0)6cos(cos2cos2 xxx  
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 0
2

5
cos

2

7
cos2cos4 xxx  








































.,
5

2

5

,,
7

2

7

,,
24

.0
2

5
cos

,0
2

7
cos

,02cos

3

2

1

Zkkx

Zmmx

Znnx

x

x

x









 

Порівняння розв’язків показує, що ні один з них не міститься в інших 

розв’язках. 

Відповідь: 








 Znmkmkn ,,|)12(
7

);12(
5

);12(
4


. 

5.7 Тригонометричні рівняння  типу 
0coscoscossinsinsin  kxpxnxmxbxax  

Такі рівняння зводяться до рівнянь, розглянених в п. 5.5, за допомогою 

формул 

));cos()(cos(
2

1
sinsin    

));sin()(sin(
2

1
cossin    

));cos()(cos(
2

1
coscos  s  

Розглянемо тригонометричні рівняння, які розв’язуються підстановками 

;0)(;0)(;0)(cos;0)(sin  xctgPxtgPxPxP nnnn  Де )(tPn  - багаточлен n -

ого степеня, зводяться підстановкам 
txctgtxtgtxtx   ;;cos;sin  

Приклад. Розв’язати рівняння 

16

25
2cos62cos 24  xx  

Розв’язання: в даному рівнянні RD  . Зробимо підстановку 

10,2cos2  ttx , тоді 
4

1

10

4

1

.
4

25

10

0
16

25
62










































t

t

t

t

t

tt
 

Отже, 

Znnx

Znnxx

x
x










,
26

,2)
3

(4
2

1
4cos

4

1

2

4cos1

4

1
2cos2






  

Відповідь: 








 Znn |
26


 

5.8 Рівняння виду 
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0)cos,(sin xxf  , де ),( vuf  - однорідна функція порядку k  (тобто 

),(),( vufttvtuf k ) називаються однорідними тригонометричними рівняннями. 

Ці рівняння приводяться до вигляду )(,0)( tдеPxtgP kk  - багаточлен степеня k , 

і підстановкою txtg   зводяться до алгебраїчних рівнянь. 

Приклад. Розв’язати рівняння 

xxxx 22 cos3cossin2sin   
Розв’язання: область визначення рівняння RD  . Запишемо рівняння  у 

вигляді 0cos3cossin2sin 22  xxxx  

Дане рівняння – однорідне, ліва частина його не містить спільного 

множника, тому ні один з членів лівої частини рівняння не може обернутися 

в 0 (чому?). Отже, ліву частину рівняння можна поділити на будь-який член. 

Розділимо обидві частини рівняння на x2cos : 

 03232 22 tgxxtgtgxxtg  





















.,
4

,,3

1

3

Zmmx

Znnarctgx

tgx

tgx






 

Відповідь: 








 Zmnmnarctg ,|
4

;3 


  

5.9 Тригонометричні рівняння, які містять вирази виду 

Nnkxx nk  ,,cossin . Найбільш простими з таких рівнянь є рівняння, що 

містять xxxxxx 886644 sincos,sincos,sincos   і т. д. Ці рівняння в ряді 

випадків зводяться до алгебраїчних за допомогою підстановки tx 2sin   

Приклад. Розв’язати рівняння 

xxxxx 2cos)cos(sin3)cos(sin2 4466   

Розв’язання: Для даного рівняння RD  . 

Враховуючи, що 

xxxx

xxxxxxxx

2244

22442266

cossincossin

)cossincos)(sincos(sincossin





xx

xxxxxx

22

2222244

cossin21

cossin2)cos(sincossin




Отримуємо 







xxxxx

x

xxxx

2coscossin63cossin62

2cos

)cossin21(3)cossin31(2

2222

2222

 

ZnnxZnnxx  ),12(
2

,)12(212cos


  

Відповідь: 








 Znn |)12(
2


 

Розглянемо тепер рівняння виду ...4,3,,1cossin  nkxx kk  з 

визначення функцій xx cos,sin  витікає, що xxx
kk 2sinsinsin   

і xxx
nn 2coscoscos  . При всіх значеннях Zm

m
x  ,

2


. В цьому 
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випадку 1sincoscossin 22  xxxx mk , і тому розв’язок даного рівняння 

слід шукати у вигляді Zmmx  ,
2


 

Щоб знайти розв’язок рівняння, треба перевірити, які з Zmmx  ,
2


 є 

розв’язками даного рівняння. 

Приклад. Розв’язати рівняння 

1cossin 2916  xx  
Розв’язання: область визначення рівняння RD   

Як показано раніше, розв’язок рівняння слід шукати у вигляді 

Zmmx  ,
2


. Серед цих чисел треба вибрати за допомогою перевірки ті, які 

будуть розв’язками даного рівняння. 

Замітимо, що всі числа виду Zkk  ),12(
2


є розв’язками даного 

рівняння, так як 1))12(
2

(sin16 k


, а 0))12(
2

(cos29 k


. Серед чисел Zkk ,   

розв’язками будуть лише ті, які відповідають парному nk 2 , так як в цьому 

випадку 1)2(sin16 n , а 0)2(cos29 n   

Відповідь: 








 Znknk ,|2);12(
2




 

5.10 Введення допоміжного аргументу при розв’язанні 

тригонометричних рівнянь. 

Метод введення допоміжного аргументу відноситься до рівняння виду  

.cossin cxbxa   
Ми вже розглядали спосіб зведення таких рівнянь до однорідних. Цей 

спосіб є найбільш вживаним при розв’язанні рівняння, яке розглядається, у 

випадку, коли коефіцієнти cba ,,  - є раціональними числами. У випадку, коли 

які-небудь з коефіцієнтів cba ,,  - ірраціональні числа, зведення рівняння до 

однорідного і послідуюче його розв’язання може привести до квадратного 

рівняння з громіздкими коефіцієнтами і до громіздкої форми зображення 

розв’язання даного рівняння. В цьому випадку зручнішим буде метод 

введення допоміжного аргументу, який полягає в наступному: обидві 

частини рівняння діляться на 22 ba  , 
222222

cossin
ba

c
x

ba

b
x

ba

a








. 

Оскільки 1,1,1
2222

2

22

2

22































 ba

b

ba

a

ba

b

ba

a
то 

можна вважати значення 
2222 ba

b
і

ba

a


 значеннями синуса і косинуса 

деякого аргументу   (який називають допоміжним 

аргументом):
2222

cos;sin
ba

b

ba

a





  . 
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Тоді рівняння зводиться до вигляду 

2222
)cos(coscossinsin

ba

c
x

ba

c
xx





   . Якщо 22 bac  , то 

розв’язок існує і Znn
ba

c
x 


 ,2arccos

22
 , де 

)(arccosarcsin
2222 ba

b

ba

b





 . 

Якщо 22 bac  , то розв’язків немає. Розв’язок може бути записаний 

інакше, якщо позначити  sin;cos
2222





 ba

b

ba

a
 

Приклад. Розв’язати рівняння 

xxxx sinsin22coscos3 2   

Розв’язання: область визначення рівняння RD  . Зобразимо рівняння у 

вигляді  

 1sincos32cos2cos1sincos32cossin2sincos3 2 xxxxxxxxxx

2

1
sin

2

1
cos

2

3
 xx  

Введемо допоміжний аргумент: 

Zkkx

Zkkxxxx





,2
36

,2
362

1
)

6
cos(

2

1
sin

6
sincos

6
cos







 

Відповідь:








 Zkk |2
36




 

5.11 Розглянені способи розв’язання тригонометричних рівнянь 

доповнимо розбором деяких інших способів. 

 При розв’язанні ряду тригонометричних рівнянь можна звести рівняння 

до вигляду 0)(,0)(,0)(cos,0)(sin  xctgfxtgfxfxf  . 

 При подібних перетвореннях  слід спочатку звести всі функції, що 

входять в рівняння до однакових аргументів, а потім уже перейти до 

однакових функцій. Іншими словами «ведучими» є кути, а не функції. 

Приклад. Розв’язати рівняння 

xxx 444 cos121cossin4   
Розв’язання: область визначення рівняння RD  . 

Перетворимо рівняння 

 








 









 


2

2

2

444

2

2cos1
121

12cos2
2

2cos1
4cos121cossin4

x

x
x

xxx
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Znnx

x

x

xxxx

xxxx











),13(
3

2

1
2cos

42cos8

02cos32cos642cos22cos3

2cos2cos21(3112cos32cos21

22

22



 

Відповідь: 








 Znn |)13(
3


 

Завдання для самостійного розв’язування 

Розв’язати рівняння: 

1. 0cos3cos7cos9cos  xxxx  

2. 03cos5cos7sinsin  xxxx  

3. 
2

3
5cos4cos3cos 222  xxx  

4. )5
4

7
cos()4

4

3
sin()4

4
sin()

4
sin(2coscos xxxxxx 


 

5. 3)
2

(3
cos

1
1

2

3  xctg
x

xtg


 

6. 07)cos(sin112sin5  xxx  

7. 02cos82cos2sin82cos2sin2sin 4334  xxxxxx  

8. 33cos
3

1
3sin4  zz  

9. 
128

41
2cos2sin 88  xx  

10. 
xx

xx
xx

6sin6cos4

3cos3sin
43cos3sin

22

66
1010




  

11. )3sin(cos3sin3cos xxxx   

12.   







 xxx 4

3
cos5cos3sin

2 
 

13. 02cos2cos52sin
2

1
)

2
(cossin3 4222  xxxxx
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Тема 6. Рівняння, що містять оберненні тригонометричні функції 

При розв’язанні рівняння з оберненими тригонометричними 

функціями, як правило, переходять від рівнянь, що містять кути, до 

відповідних рівнянь для тригонометричних функцій. Розглянемо приклади, 

при розв’язанні яких проілюструємо деякі методи розв’язання таких рівнянь. 

Приклад. Розв’язати рівняння 

   
4

11


 xarctgxarctg . 

Розв’язування: область визначення даного рівняння RD  . Позначимо 

  


 
4

)1(,1 xarctgxarctg , де 









2
;

2
,


 . 

Дане рівняння запишемо у вигляді 





 
44

. 

Тоді 








tg

tg
tgtgtg















1

1

4
. 

Отже,   
  
  












x

x
x

xarctgtg

xarctgtg
xarctgtg

11

11
1

11

11
1  

   












2

2
02021

2
1 2

x

x
xxxx

x

x
x . 

Відповідь:  2 . 

Приклад. Розв’язати рівняння 
    xarctgxarctgxarctgxarctg 311  . 

Розв’язання: область визначення даного рівняння RD  . Зобразимо 

рівняння у вигляді     xarctgxarctgxarctgxarctg  311 . 

Позначивши     ,,3,1,1   xarctgxarctgxarctgxarctg  

отримаємо   , тобто     









2
;

2
,,,,


 tgtg . 

Тоді        xarctgxarctgtgxarctgxarctgtg 311  

     
    

   
   













xarctgtgxarctgtg

xarctgtgxarctgtg

xarctgtgxarctgtg

xarctgtgxarctgtg

31

3

1)1(1

11

 

  





























,132

,0

31

2

2

2

31

2

111

11

222

22

xx

x

x

x

x

x

x

xx

xx

xx

 



































.
2

1

,
2

1
,0

,
4

1
,0

2

x

x

x

x

x
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Відповідь:









2

1
;0;

2

1
. 

Приклади перетворення виразів, що містять оберненні тригонометричні 

функції. 

Приклад. Спростити вираз  xarccossin , де 11  x .  

Розв’язання: припустимо, yx arccos . Тоді  yxy 0,cos . Треба 

знайти xsin . Відомо, що 2222 1sin,cos1sin xyyy  , а на відрізку  ;0  синус 

набуває лише невід’ємного значення. Тому 21sin xy  , тобто 

  21arccossin xx  . 

Приклад. Обчисли 

















5

3
arccos

2

1
tg . 

Розв’язання: припустимо 









5

3
arccos . Тоді 


 

2
,

5

3
cos . Треба 

обчислити 
2


tg .  

Маємо 
2

cos1

2
cos2  

 , значить , тобто . Так, як далі, 

2
cos

1

2
1

2

2




 tg , то 

5
2

1 2 


tg , звідки 4
2

2 


tg , тобто 2
2



tg  або 2

2



tg . 

За умовою 



2

, означає 
224


 , а в інтервалі 









2
;

4


 маємо 

0
2



tg . 

Отже, 2
2



tg , тобто 2

5

3
arccos

2

1

















tg . 

Приклад. Довести, що для будь-якого x   з  1;1  справедлива 

тотожність xx arccos
2

arcsin 


. 

Розв’язання: обчислимо значення синуса лівої і правої частин рівності, 

яку перевіряємо: 

 

  xxx

xx













arccoscosarccos
2

sin

;arcsinsin

  

Синуси, як ми бачимо, рівні, тому щоб упевнитись у справедливості 

рівності , залишилось показати, що xarcsin  і 







 xarccos

2


 належать одному і 

тому ж проміжку монотонності функції xy sin  ( без перевірки цієї умови 

можна отримати невірний результат, адже тригонометричні функції можуть 

набувати однакових значень і для різних значень аргумента, наприклад, 

,
6

5

6


 але 

2

1

6

5
sin

6
sin 


). 
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Маємо 
2

arcsin
2


 x . Далі,  xarccos0 , а тому 

2
arccos

22


 x . Отже, xarcsin  і 








 xarccos

2


належать одному проміжку 

монотонності 









2
;

2


 функції xy sin . Тепер можна вважати, що тотожність 

доведена.  

Аналогічно можна довести, що xarcctgxarctg 
2


. 

Завдання для  самостійного розв’язання 

Розв’яжіть рівняння: 

1. 
22

arcsinarcsin



x

x .                                                                          

2. 
6

33


 xx arctgarctg .                                                                        

3. xarctgx arcsin .                                                                                  

4. xx 2arccosarcsin2  .                                                                            

5.  212arcsinarccos2 xxx  .                                                               

6. 
2

42


 xarctgxarctg .                                                                       

7. 









13

10
arcsinarcsin2

x
x .         

8. 07sin5sin3sinsin  xxxx . 

9. xxxx 2sin3cos8sin7cos  .  

10. 1sin26cos2cos 2  xxx .  

11. 04cos3cos2sincos 2222  xxxx . 

12. xxxx 6sin5sin4sin3sin 2222  . 

13.  







 xxxx 6

4
sin)52(cos)2

4
(cos)32(sin 2222 

. 

14. .2
4

cos
4

cos29sin7sin 22


























 xxxx


 

15. 


































 xxxx 6

4
sin

4
sin2

4
cos5

4
sin


 

16.  07cos2sin
2

5
cos

2
sin

2

3
cos

2

7
sin  xx

xxxx
. 

17.        14sin13cos12sin1cos  xxxx . 

18.  013332 24  xtgxtg . 

19. 4
1

1

1

1
2 















xtgxtg
xtgxctg . 

20. 03
1

1
2

2sin1

2sin1











xtg

xtg

x

x
. 

21. 02
2

2


xctg

xctg

xctg

xctg
. 
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22. 42244  xctgxtgxctgxtg . 

24. 6sin2sinsinsin2 212   xxx . 

25.   02sinsincos44  xxx  
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Тема 7. Рівняння, що містять невідому під знаком абсолютної 

величини(модуля) 

Розв’язування рівнянь з абсолютними величинами, як правило, 

будуються за такою схемою: 

а) область визначення рівняння розбивається на множини, на кожній з 

яких знаки всіх виразів, що стоять в рівнянні під знаком модуля, постійні;  

б) на кожній такій множині у відповідності зі знаком виразів, що стоять 

під знаком модуля, первинне рівняння змінюється еквівалентним йому 

рівнянням, що не містить абсолютних величин; 

в) об’єднання розв’язків отриманої таким чином сукупності рівнянь є 

розв’язком первинного рівняння. 

 Найпростішими з рівнянь, що містять модулі, є рівняння виду 

   xxf  .     (7.1) 

При  0)( x  множина розв’язків такого рівняння  . При 0)( x  

рівняння еквівалентне рівнянню 0)( xf . При 0)( x  рівняння еквівалентне 

сукупності систем: 



























).()(

,0)(

),()(

,0)(

xxf

xf

xxf

xf




 

Приклад: Розв’язати рівняння 
2813

39 
 xx . 

Розв’язання: область визначення рівняння D=R.  

.
7

2

,
7

2

,
3

1

,0

,
3

1

,4113

,013

,1413

,013

14133339
281322813










































































x

x

x

x

x

xx

x

xx

x

xx
xxxx

 

Відповідь: 








7

2
. 

 Рівняння виду 0))(( xfF . Такі рівняння підстановкою txf )(  

зводяться до еквівалентної системи 









0

;0)(

t

tF
     (7.2) 

В залежності від виду функції )(tF  можуть вживатися й інші підстановки 

.))(( txf   

Приклад: Розв’язати рівняння 

.01349
22


 xx  

Розв’язання: область визначення рівняння D=R. 
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Зробимо підстановку :10,3
2




tt
x  

.32

,10

,32

,32

.10

0142































t

t

t

t

t

tt
 

Отже,  












































).32(log2

),32(log2

),32(log2

,02

),32(log2

,02

)32(log2323

3

3

3

3

3

2

x

x

x

x

x

x

x
x

 

Відповідь: )32(log2);32(log2 33   

 Рівняння виду axfxfxfF m )(,....)(,)(( 21 . Як було вказано, 

розв’язуються це рівняння розбиванням області визначення рівняння на 

множини, в яких функції )(),...(),( 21 xfxfxf m  мають постійний знак, і наступним 

розв’язанням еквівалентної сукупності рівнянь, що не містять модулів. 

Завдання для самостійного розв’язання 

Розв‘яжіть рівняння:  

1 . .352 x  

2. .1123  xx  

3. .22  xx  

4. 01223  xxx  

5. 549 22  xx  

6.    
)32(10

101
3232

1212 22




 xxxx

 

7. 1
5

34

2

2






xx

xx
 

8. .21212 22  xxxx  

9. 21212  xxxx  

10. 14322312 2222   xxxx xx  

11. .22log2log 33
 xx  

12. .336133 )1(2212   xxxx  

13.. .12212  xx  

14. 
x

ctgxctgx
sin

1
  

15. .2cossin  tt  

 16. .1cos3 ctgtt   

17. .
3

34
22  tctgttg  



 42 

Тема 8. Рівняння, що містять параметри 

До числа таких рівнянь відносять рівняння виду 

),,...,,(),...,,( 2121 nn aaaxaaaxf                                                                (8.1) 

де функції ),...,,( 21 naaaxf  і ),...,,( 21 naaax  залежать від невідомої х і 

параметрів naaa ,..., 21 . 

Розв’язати таке рівняння – це означає для кожної сукупності 

допустимих значень параметрів установити, чи має розв’язки рівняння (7.1) і, 

якщо моє розв’язки, знайти їх. 

Особливості розв’язання рівнянь з параметрами в порівнянні з 

рівняннями, що не містять параметрів, в основному зводяться до двох: 

1)крім відшукування області D визначення рівняння вказуються також 

області зміни D1, D2, …. Dп для кожного з параметрів naaa ,..., 21  відповідно; 

2)для будь-якого знайденого кореня вказуються області зміни 

параметрів naaa ,..., 21 , при яких даний корінь входить у розв’язок рівняння. 

Проілюструємо сказане на прикладах. 

Приклад: Розв’язати рівняння 

.1
1

12









a

xa

ax

a
 

Розв’язання: в даному рівнянні параметр а. Рівняння існує при 0a . 

Область визначення D цього рівняння визначається умовами .
1

a
x   Таким 

чином, 

.0,
1

\ 








 a
a

RD  

перетворимо дане рівняння: 

.0)1(0
)1(

))1()1((

0
)(

)1()1)(()1(
01

1

1

22
2

22




















aaxax
axa

xaxaa

xaa

axaaxxaaa

a

xa

ax

a

 

Знайдемо дискримінант отриманого квадратного рівняння: 

.12;)12()1(41 22222  aDaaaD  

Тоді 
a

a

a

a
x

2

)12(1

2

121 22

2,1





  (зверніть увагу на те, що відкидання 

модуля над 12 2 a  не веде до втрати коренів рівняння). Таким чином, 

a

a
xax

2

21

1
,


 . 

Визначимо тепер, при яких значеннях параметра а ці корені існують. 

Зробимо це для кожного кореня окремо. Спочатку розглянемо корінь ax 1 . 

В даному випадку повинні виконуватися такі умови: 









.01

,0

2a

a
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Перша з них взята з умови, що рівняння існує при 0a . Друга умова 

отримана підстановкою знайденого значення ax 1  в умову 01ax  області 

визначення рівняння D. Таким чином, в даному випадку  .1;0;1\ Rx  

Розглянемо корінь .
1 2

2
a

a
x


  Міркуючи, як і при дослідженні кореня 

1x , отримуємо, що в даному випадку а задовольняє умови: 

,0
,01

1

,0

2 













a

a

a
a

a

 

тобто  .0\Ra  

Отже, ax 1  при  
a

a
xRa

2

2

1
,1;0;1\


  при  .0\Ra  

Відповідь:      .0\|
1

1;0;1\|
2












 Ra
a

a
Raa  

Зверніть увагу, що при знаходженні множини значень параметра, при 

якому існують корені рівняння, необхідно крім розгляду умов, за яких існує 

рівняння в залежності від параметрів і умов, що входять в область 

визначення рівняння, розглядати також і умови існування коренів. В 

прикладі для кореня ax 1  такою умовою є Ra , а для кореня 
a

a
x

2

2

1
 - 

умова 0a (що повторює одну з умов, що входять в D). 

Приклад: Розв’язати рівняння 

.
5

)1(6

2

2

2

2

11





















 m

x

mx

x

mx

x

mx

x

mx
 

Розв’язання: рівняння існує при Rm . Область визначення рівняння 
 .2;1\  RD  

Перетворимо дане рівняння: 

.
5

)1(3

4

1

1

1

5

)1(3
1

4

4
1

1

5

)1(3

4

4

15

)1(6

4

)4(2

1

)(2

5

)1(6

4

)2)(2()2)(2(

1

)1)(()1)((

5

)1(6

2

2

2

2

11

222

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

22


























































































m

x

m

x

mm

x

mx

x

mx

m

x

mx

x

mxm

x

mx

x

mx

m

x

xmxxmx

x

xmxxmx

m

x

mx

x

mx

x

mx

x

mx

 

в результаті еквівалентних перетворень отримано рівняння, що містить 

спільний множник, який не залежить від х і виражається через параметр 

.1: mm  Таким чином, 



























.

,1

,
5

3

4

1

1

1

,01

22

m

xx

m

 

Відповідь:   1|2;1\  mR . 

Завдання для самостійного розв’язування 

Розв’язати рівняння: 
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1. .
2

2

2

3

3

2

a

b

a

b

x

b

a

x
  

2. .
px

pm

pm

px

nx

nm

nm

nx



















 

3. ).0(
8

65
)()( 7 37 3   aaxbbax  

4. 
2

)()(
44

44 ba

bxxa

xabxbxxa 





 

5. .1
2

loglog 
 xm

m
m

mx  

6. .2loglog xax ax  

7. .)1(log1log3)1(log2 22
42  xxx

bbb
 

8. 22 42743   xx aa  

9. 12log1log1 22 


mmm
xx  

10. ).0(1
)6lg(lg2




aa
xx  

11. ).()1( 322 xxxx aaaaa   

12. xmx cos3cos   

13. cos
2

1
sin

2

5
sin 

















 xx  

14 .02sincossin 44  axxx  

15 .0
2

3
sinsin

2











x
x

x
axin  
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Відповіді: 

Тема  2 

 1. .
2

335
;

2

335
;3







 
  2. .

3

2
;

3

5








    3. .2;

7

33
;

7

33
;2









   

4. .2;
2

1
;

4

10511
;

4

10511







 

  5.  .1;0  6.  .191;191   7. .3;
3

2









  

8.   .1   9.  .3;1  10.  .0;1    11. .21
7

12
8;8









    12.  .0   

13.  .2;7    14. .
4

733
;

2

3
;0







 

  15.  .3   16.  .32   17.  .5   

18.  .8   19.  .4;0   20. 1   21. .
2

1








   22. .

4

337
;

4

337
;1







 
  

23.  .1;31;2;31    24.  .2;1;1;2    25. .
2

73
3;0;3;

2

73
3









  

 26. .   27. .2;
2

1









  28.  .0;2    29. .
2

131
;

2

131







 

  30. 

 .2;1  

31. .4;2;
2

1
;1









    32.  .34;2    33.  .2    34.  .1  

Тема 3 

1.   .10;
2

3









 2.   {-4}. 3.  {8}. 4.  {-2}. 5.  {3}. 6.  {10}. 

7.  








9

16
;0 .  8. {4}.   9. {1}.  10.  .

2

1
;

2

1








   11. .

2

1
;

2

1








   

12.  2;2 7 .   13.  






 

16;2 5

2

.  14. {0,001; 10}.   15. .
4

1








   16. 

.9;
3

1









  

17.   3;3 .  18. {
8

1
;

2

1
}.   19. {5}.   20.  {1; 4}.  21. {З}. 

 22.{ 3 }.  

23. .1;64    24. {100}.  25.   {1023}. 

Тема 4 

1.  {25}.  2. {-3;1}.  3. {2}.  4. {100}.  5. { 3;3 }. 6. {-

1;9}.  

7. { 3 2 }.  8. {5}.   9. {0;1;2}.  11. {1}.   12. {3}.   13. {-2;2}.  

14. {
2

1
;0 }.  15. {-1;1}.   16.  .

2

1
;

2

1








    17. {0,1;1000}. 18. { 93;3 }.  

 19. { 100;10;1,0 }.   20. {-1;2;3;4}. 

Тема 5. 
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1. 








 Zmkmk ,/)12(
6

;
5


   2. 









 Zmnmn ,/)34(
8

;
4


   

3. 








 Zmnnn ,/)13(
3

);12(
16


   4. 









 Zmnmn ,|
2

);12(
14


  

5. },|
3

;
4

{ Znmmn  





   6. 








 Znn |)18(
410

2
arccos


 

7. 








 Zmnmnarctg ,|
28

;
2

2
2

1 
  

8. 








 Zmnmarctgnarctg ,|
3

2
2

3

2
;

3

2

5

2

3

2
  

9. 








 Zn
n

|
412


  10. 









Znn,
6


 11. 









 Zmnmn ,|
12

;
28




  

12. 








 Zkk |
6




  13. 








 Znn |)13(
3


 

Тема 6. 

1. 
5

2
.   2. 









2

1
.  3. 











 

2

15
.  4. 
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ВИСНОВКИ 

В процесі розв’язування рівнянь я помітила, що всі вони зводяться 

кінець кінцем до розв’язання переважно вже за відомими алгоритмами. 

Опанування цих алгоритмів є важливим завдання для кожного учня. 

Філософи навіть стверджують, що нема кращого способу створити умови для 

творчої діяльності як бездоганне знання цих алгоритмів. Справді, розв’язання 

нестандартних рівнянь зводиться, зрештою, до розв’язання відомих опорних 

рівнянь, які мають формули розв’язання.  

Математика, як і будь-яка інша наука не розвивається сама, всі відкриття 

в ній роблять люди. Так свій внесок у розвиток вчення про рівняння зробили 

Евклід, Діофант, аль-Хорезмі, О.Хайям, Ф.Вієт та інші вчені. Ці люди не 

обмежувалися лише математикою, вони були високо освіченими і всебічно 

розвиненими, до чого повинна прагнути кожна людина. 
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